





























定義 1 帰納的関数 
以下では，𝑚𝑚,𝑛𝑛は 1 以上の自然数とする． 
1. 定数関数：𝑍𝑍(𝑥𝑥) = 0は，帰納的関数である． 
2. 後者関数：𝑆𝑆(𝑥𝑥) = �𝑥𝑥の後者�は，帰納的関数で
ある． 
3. 射影関数：𝑈𝑈𝑖𝑖𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑛𝑛����⃗ ) = 𝑥𝑥𝑖𝑖  (1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛)は帰納的関
数である． 
4. 合成：ℎ𝑖𝑖:ℕ𝑛𝑛 → ℕ (1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑚𝑚)および𝑔𝑔:ℕ𝑚𝑚 →
ℕが，それぞれ帰納的関数のとき， 
𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑛𝑛����⃗ ) = 𝑔𝑔 �ℎ𝑚𝑚(𝑥𝑥𝑛𝑛����⃗ )���������������⃗ � 
は帰納的関数である． 
5. 原始帰納：𝑔𝑔:ℕ𝑛𝑛−1 → ℕ，ℎ:ℕ𝑛𝑛+1 → ℕがともに
帰納的関数であるとき， 
�
𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑛𝑛−1���������⃗ , 0) = 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛−1���������⃗ )




6. 最小化：𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛����⃗ ,𝑦𝑦):ℕ𝑛𝑛+1 → ℕが帰納的関数のと
き，𝑔𝑔から最小化によって構成される関数 
𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑛𝑛����⃗ ) = 𝜇𝜇𝑦𝑦�𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛����⃗ ,𝑦𝑦)� 
すなわち， 
𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑛𝑛����⃗ ) = �
min{𝑦𝑦|𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛����⃗ ,𝑦𝑦) = 0};
















すなわち，𝑠𝑠𝑘𝑘(0) = 𝑠𝑠(𝑠𝑠(⋯ s�����
𝑘𝑘個
(0)⋯ ))であり，𝑟𝑟 = 0の
ときは0とする． 
定義 2 述語表現可能 
関数𝑓𝑓を自然数上の𝑛𝑛引数関数，𝛤𝛤を論理プログラ
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ム，𝑝𝑝𝑓𝑓を𝑛𝑛 + 1引数述語とする．このとき，次の 1.，
2.が同値ならば，𝑓𝑓は𝛤𝛤と𝑝𝑝𝑓𝑓で述語表現可能という． 
1. 𝑓𝑓(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = 𝑟𝑟 










定数関数：𝑝𝑝𝑧𝑧(𝑥𝑥, 0) ← 
後者関数：𝑝𝑝𝑠𝑠�𝑥𝑥, 𝑠𝑠(𝑥𝑥)� ← 
射影関数：𝑝𝑝𝑢𝑢𝑖𝑖(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑖𝑖 , … 𝑥𝑥𝑛𝑛, 𝑥𝑥𝑖𝑖) ← 
合成により構成される関数𝑓𝑓について，𝑛𝑛引数関数




𝑝𝑝𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑛𝑛����⃗ , 𝑧𝑧) ← 𝑝𝑝ℎ𝑚𝑚(𝑥𝑥𝑛𝑛����⃗ ,𝑦𝑦𝑚𝑚)�������������������������⃗ , 𝑝𝑝𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑚𝑚�����⃗ , 𝑧𝑧) 
原始帰納法により構成される関数𝑓𝑓について，𝑛𝑛引
数関数𝑔𝑔と𝑛𝑛 + 1引数関数ℎが，それぞれ𝑛𝑛 + 1引数述
語𝑝𝑝𝑔𝑔と𝑛𝑛 + 2引数述語𝑝𝑝ℎで述語表現可能であれば，次
の𝑝𝑝𝑓𝑓によって𝑓𝑓は述語表現可能である： 
𝑝𝑝𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑛𝑛−1���������⃗ , 0, 𝑧𝑧) ← 𝑝𝑝𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛−1���������⃗ , 𝑧𝑧) 




𝑝𝑝𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑛𝑛����⃗ , 𝑧𝑧) ← 𝑝𝑝𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛����⃗ , 0,𝑤𝑤), 𝑝𝑝𝑞𝑞(𝑥𝑥𝑛𝑛����⃗ , 0,𝑤𝑤, 𝑧𝑧) 
𝑝𝑝𝑞𝑞(𝑥𝑥𝑛𝑛����⃗ ,𝑦𝑦, 0, 𝑦𝑦) ← 








𝑎𝑎𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑥𝑥, 0) = 𝑥𝑥
𝑎𝑎𝑑𝑑𝑑𝑑�𝑥𝑥, 𝑠𝑠(𝑦𝑦)� = 𝑠𝑠�𝑎𝑎𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑥𝑥,𝑦𝑦)� 
と定義できるので，ホーン節を用いて表すと， 
𝑎𝑎𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑥𝑥, 0, 𝑥𝑥) ← 
𝑎𝑎𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑠𝑠(𝑦𝑦), 𝑧𝑧) ← 𝑎𝑎𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑦𝑦,𝑤𝑤), 𝑝𝑝𝑠𝑠(𝑤𝑤, 𝑧𝑧) 





𝑃𝑃�𝑠𝑠(𝑥𝑥)� = 𝑥𝑥 
と定義できるので，ホーン節を用いて表すと， 
𝑃𝑃(0,0) ← 





𝑚𝑚𝑖𝑖𝑛𝑛𝑚𝑚𝑠𝑠(𝑥𝑥, 0) = 𝑥𝑥
𝑚𝑚𝑖𝑖𝑛𝑛𝑚𝑚𝑠𝑠�𝑥𝑥, 𝑠𝑠(𝑦𝑦)� = 𝑃𝑃�𝑚𝑚𝑖𝑖𝑛𝑛𝑚𝑚𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)� 
と定義できるので，ホーン節を用いて表すと， 
  𝑚𝑚𝑖𝑖𝑛𝑛𝑚𝑚𝑠𝑠(𝑥𝑥, 0, 𝑥𝑥) ← 
  𝑚𝑚𝑖𝑖𝑛𝑛𝑚𝑚𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑠𝑠(𝑦𝑦), 𝑧𝑧) ← 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑛𝑛𝑚𝑚𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑦𝑦,𝑤𝑤),𝑃𝑃(𝑤𝑤, 𝑧𝑧) 




𝑚𝑚𝑚𝑚𝑙𝑙𝑚𝑚𝑖𝑖(𝑥𝑥, 0) = 0
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑙𝑙𝑚𝑚𝑖𝑖�𝑥𝑥, 𝑠𝑠(𝑦𝑦)� = 𝑎𝑎𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑙𝑙𝑚𝑚𝑖𝑖(𝑥𝑥,𝑦𝑦), 𝑥𝑥) 
と定義できるので，ホーン節を用いて表すと， 
  𝑚𝑚𝑚𝑚𝑙𝑙𝑚𝑚𝑖𝑖(𝑥𝑥, 0, 𝑥𝑥) ← 
  𝑚𝑚𝑚𝑚𝑙𝑙𝑚𝑚𝑖𝑖(𝑥𝑥, 𝑠𝑠(𝑦𝑦), 𝑧𝑧) ← 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑙𝑙𝑚𝑚𝑖𝑖(𝑥𝑥,𝑦𝑦,𝑤𝑤), 𝑎𝑎𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑤𝑤, 𝑥𝑥, 𝑧𝑧) 
となる．以降，𝑚𝑚𝑚𝑚𝑙𝑙𝑚𝑚𝑖𝑖(𝑥𝑥,𝑦𝑦)を𝑥𝑥 × 𝑦𝑦と表す． 
4.5. 正か 0かを判定する述語 
正か 0 かを判定する関数𝑠𝑠𝑖𝑖𝑔𝑔𝑛𝑛は，つぎのような関
数である． 
𝑠𝑠𝑖𝑖𝑔𝑔𝑛𝑛(𝑥𝑥) = �0; 𝑥𝑥 = 01; 𝑥𝑥 ≥ 1 
この関数は原始帰納的関数であり，つぎのように定
義される： 
𝑠𝑠𝑖𝑖𝑔𝑔𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 1 ⊖ (1 ⊖𝑥𝑥) 
この関数はホーン節を用いて表すと， 






𝑒𝑒𝑒𝑒𝑚𝑚𝑎𝑎𝑙𝑙(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = �0;  𝑥𝑥 = 𝑦𝑦1;  𝑥𝑥 ≠ 𝑦𝑦 
この関数は原始帰納的関数であり， 
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑚𝑚𝑎𝑎𝑙𝑙(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑔𝑔𝑛𝑛�(𝑥𝑥 ⊖ 𝑦𝑦) + (𝑦𝑦 ⊖ 𝑥𝑥)� 
と定義される．この関数は，ホーン節を用いて表す
と，つぎのようになる： 
 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑚𝑚𝑎𝑎𝑙𝑙(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ← 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑛𝑛𝑚𝑚𝑠𝑠(𝑥𝑥, 𝑦𝑦,𝑤𝑤1),𝑚𝑚𝑖𝑖𝑛𝑛𝑚𝑚𝑠𝑠(𝑦𝑦, 𝑥𝑥,𝑤𝑤2), 




𝑒𝑒𝑒𝑒𝑚𝑚𝑎𝑎𝑙𝑙��������(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 1 ⊖ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑚𝑚𝑎𝑎𝑙𝑙(𝑥𝑥,𝑦𝑦) 
と定義される．この関数は，ホーン節を用いて表す
と，つぎのようになる． 









𝑚𝑚𝑜𝑜𝑑𝑑(0, 𝑦𝑦) = 0
𝑤𝑤 = 𝑠𝑠�𝑚𝑚𝑜𝑜𝑑𝑑(𝑥𝑥,𝑦𝑦)�とすると




 𝑚𝑚𝑜𝑜𝑑𝑑(0, 𝑦𝑦, 0) ← 
 𝑚𝑚𝑜𝑜𝑑𝑑(𝑠𝑠(𝑥𝑥),𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ← 𝑚𝑚𝑜𝑜𝑑𝑑(𝑥𝑥,𝑦𝑦,𝑤𝑤1), 𝑝𝑝𝑠𝑠(𝑤𝑤1,𝑤𝑤2), 






𝑑𝑑𝑖𝑖𝑣𝑣(𝑠𝑠(𝑥𝑥),𝑦𝑦) = 𝑑𝑑𝑖𝑖𝑣𝑣(𝑥𝑥,𝑦𝑦) + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑚𝑚𝑎𝑎𝑙𝑙�������� �𝑦𝑦, 𝑠𝑠�𝑚𝑚𝑜𝑜𝑑𝑑(𝑥𝑥,𝑦𝑦)�� 
と定義される．この関数はホーン節を用いて表すと， 
  𝑑𝑑𝑖𝑖𝑣𝑣(0, 𝑦𝑦, 0) ← 
  𝑑𝑑𝑖𝑖𝑣𝑣(𝑠𝑠(𝑥𝑥),𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ← 𝑑𝑑𝑖𝑖𝑣𝑣(𝑥𝑥,𝑦𝑦,𝑤𝑤1),𝑚𝑚𝑜𝑜𝑑𝑑(𝑥𝑥,𝑦𝑦,𝑤𝑤2), 
                                  𝑝𝑝𝑠𝑠(𝑤𝑤2,𝑤𝑤3), 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑚𝑚𝑎𝑎𝑙𝑙��������(𝑦𝑦,𝑤𝑤3,𝑤𝑤4), 





𝑟𝑟𝑜𝑜𝑜𝑜𝑚𝑚(𝑥𝑥) = 𝜇𝜇𝑦𝑦�𝑒𝑒𝑒𝑒𝑚𝑚𝑎𝑎𝑙𝑙(𝑥𝑥,𝑦𝑦 × 𝑦𝑦)� 
この関数はホーン節を用いて表すと， 
 𝑟𝑟𝑜𝑜𝑜𝑜𝑚𝑚(𝑥𝑥, 𝑧𝑧) ← 𝑝𝑝𝑔𝑔(𝑥𝑥, 0,𝑤𝑤), 𝑝𝑝𝑞𝑞(𝑥𝑥, 0,𝑤𝑤, 𝑧𝑧) 
 𝑝𝑝𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ← 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑙𝑙𝑚𝑚𝑖𝑖(𝑦𝑦, 𝑦𝑦,𝑤𝑤), 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑚𝑚𝑎𝑎𝑙𝑙(𝑥𝑥,𝑤𝑤, 𝑧𝑧) 
 𝑝𝑝𝑞𝑞(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 0, 𝑦𝑦) ← 
 𝑝𝑝𝑞𝑞(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑠𝑠(𝑣𝑣), 𝑧𝑧) ← 𝑝𝑝𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑠𝑠(𝑦𝑦),𝑤𝑤), 𝑝𝑝𝑞𝑞(𝑥𝑥, 𝑠𝑠(𝑦𝑦),𝑤𝑤, 𝑧𝑧)  
となる． 
5. おわりに 
本稿では，論理プログラムの計算可能性について
述べ，帰納的関数は述語表現可能であることを確認
した．また，いくつかの計算について，証明に沿っ
て述語を構成した． 
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